वृत्त 
ME | 

(A) मुख्य अवधारणाएँ और परिणाम 

° वृत्त पर स्पर्श रेखा और उसके स्पर्श बिंदु का अर्थ। 
० स्पर्श रेखा स्पर्श बिंदु से होकर खींची गई त्रिज्या पर लंब होती है। 

° किसी बाहरी बिंदु से वृत्त पर केवल दो स्पर्श रेखाएँ खींची जा सकती हैं। 

° किसी बाहरी बिंदु से वृत्त पर खींची गई स्पर्श रेखाओं की लंबाइयाँ बराबर होती हैं। 

(8) बहु विकल्पीय प्रश्‍न 

दिए हुए चार विकल्पों में से सही उत्तर चुनिए: 

प्रतिदर्श प्रश्न | : यदि वृत्त की दो त्रिज्याओं के बीच का कोण ।30° हो, तो इन त्रिज्याओं के सिरों 
पर खींची गई स्पर्श रेखाओं के बीच का कोण है: 

(A) 90° (B) 50° (0) 70° (D) 40° 

हल : उत्तर (B) 

प्रतिदर्श प्रश्न 2: आकृति 9.] में, केंद्र 0 वाले वृत्त पर 
एक बाहरी बिंदु ^ से खींची गई स्पर्श रेखाएँ 4९ और ७0 
परस्पर लंब हैं तथा प्रत्येक स्पर्श रेखा की लंबाई 5 ८ है। 
तब, वृत्त की त्रिज्या है 


(A) IOcm (8) 7.5 cm 
(()5 ला (2) 2.5 ला 





आकृति 9.7 


हल : उत्तर (0) 
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प्रतिदर्श प्रश्न 3: आकृति 9.2 में, 70 वृत्त की 
एक जीवा है तथा ९7 बिंदु? पर एक स्पर्श रेखा 
इस प्रकार है कि ८07 = 60° है। तब, /PRQ 
बराबर है 


(A) I35° (B) I50° 
(C) I20° (D) ]0° 
हल: उत्तर (C) 


[संकेत : 42070 = /0QP = 30°, अर्थात्‌ 
/P0Q = 20° है। साथ ही, /PRQ = 





~ प्रतिवती /P0() है।] 


प्रश्नावली 9. 
दिए हुए चार विकल्पों में से सही उत्तर चुनिए : 
।. यदि दो संकेद्रीय वृत्तों की त्रिज्याएँ 

4 ट और 5 ८ हैं, तो एक वृत्त की 


प्रत्येक उस जीवा की लंबाई, जो दूसरे वृत्त 
पर स्पर्श रेखा है, निम्नलिखित होगी 


(A) 3cm (B) 6cm 
(QQ 9cm (2) Icm 
2. आकृति 9.3 में, यदि “७०08 = ।25° है, 
तो /C0D बराबर है 
(A) 62.5° (B) 45° 
(C) 35° (D) 55° 


(५३ 


. आकृति 9.4 में, AB एक वृत्त की जीवा है तथा 
#& 00 वृत्त का व्यास इस प्रकार है कि /ACB 
= 50° है। यदि ^7 बिंदु ^ पर वृत्त की स्पर्श 
रेखा है, तो /B47 बराबर है 
(A) 65° (B) 60° 
(0) 50° (D) 40° 
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5 


न 


=] 


9, 


I05 
किसी बिंदु ? से, जो त्रिज्या 5 ८ वाले एक वृत्त के केंद्र 0 से ।3 ८ की दूरी पर है, वृत्त पर 
दो स्पर्श रेखाएँ ? और र खींची गई हैं। तब चतुर्भुज 700०0 का क्षेत्रफल है 

(A) 60 cm? (B) 65 cm? (C) 30cm? (D) 32.5 cm? 
किसी 5 ८ त्रिज्या वाले वृत्त के एक व्यास AB के एक सिरे 4 पर स्पर्श रेखा 5७५ खींची 
गई है। %४ के समांतर तथा 4 से 8८ की दूरी पर, जीवा CD की लंबाई है 
(A) 4cm (B) Scm P 

(C) 6cm (D) 8cm 





N R 


- आकृति 9.5 में, ^7 केंद्र 0 वाले वृत्त पर एक स्पर्श 


रेखा इस प्रकार है कि 07 = 4 ८m और ७ 
/OTA = 30° है। तब, AT बराबर है 


(A) 4cm (B) 2cm 


© 23cm (D) 43cm आकृतिः9.5 


. आकृति 9.6 में, यदि 0 वृत्त का केंद्र है, 0 lS 


एक जीवा है तथा ? पर खींची गई स्पर्श रेखा 
PR जीवा PQ के साथ 50° का कोण बनाती 
है, तो ८00 बराबर है 


(A) I00° (B) 80° 
(C) 90° (D) 75° Q 


. आकृति 9.7 में, यदि ९4 और 79 केंद्र 0 


वाले वृत्त पर स्पर्श रेखाएँ इस प्रकार हैं कि आकृति 9.6 
/APB = 50° हैं, तब /0A^B बराबर है 


A 
(A) 25° (B) 30° 

(0) 40° (D) 50° P< 

यदि त्रिज्या 3८ वाले एक वृत्त की दो स्पर्श 

रेखाएँ ऐसी खींची जाएँ कि उनके बीच का कोण र 


60° हो, तो प्रत्येक स्पर्श रेखा की लंबाई होगी 
आकृति 9.7 
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(A) oh cm (B) 6cm 
(CQ) 3cm(D) 3५/3 cm 


0. आकृति 9.8 में, यदि P९९ केंद्र 0 वाले वृत्त की 
बिंदु 0 पर स्पर्श रेखा है, AB रेखा P के समांत & 
एक जीवा है तथा 2807२ - 70" है, तो /AQB 
बराबर है 
(A) 20° (B) 40° 
(0) 359 (D) 45° 





आकृति 9.8 


(0) तर्क के साथ संक्षिप्त उत्तरीय प्रश्‍न 
“सत्य! या 'असत्य' लिखिए और अपने उत्तर का कारण दीजिएा 


प्रतिदर्श प्रशन ।: आकृति 9.9 में, 04 वृत्त का एक व्यास हे तथा एक बिंदु ? पर खींची गई स्पर्श 
रेखा बढ़ाई गई B4 से 7 पर मिलती है। यदि /PB0=30° है, तो /८P74 भी 30° के बराबर है। 


आकृति 9.9 
हल : सत्य। क्योंकि /BP4 = 90° है, इसलिए /PAB = /0P4 = 60° है। साथ ही, OP।P7 है। 
अतः, APT = 30° और /८PT4 = 60° - 30° = 30° है। 


प्रतिदर्श प्रशन 2 : आकृति 9.।0 में, 0, और ?२)प केंद्र 0 वाले वृत्त की बिंदुओं और र पर 
क्रमशः स्पर्श रेखाएँ हैं तथा $ इस वृत्त पर एक बिंदु इस प्रकार स्थित है कि ८9९ = 50° और 
/SRM = 60° है। तब, /QSR = 40° है। 
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आकृति 9.0 


इल : असत्य। यहाँ ८090 = ८0९9 = 90°-50° = 40° है तथा /RSO = /SRO = 
90° _ 60° = 30° है। अतः, “08२ = 40° + 30° = 70° है। 


प्रश्नावली 9.2 


निम्नलिखित में से प्रत्येक में, 'सत्य' या "असत्य' लिखिए तथा अपने उत्तर का औचित्य दीजिए: 


।. यदि एक जीवा 48 वृत्त के केंद्र पर 60° का कोण अंतरित करती (बनाती) है, तो 4 और 8 
पर खींची गई स्पर्श रेखाओं के बीच का कोण भी 60° होगा। 


2. किसी बाहरी बिंदु से एक वृत्त पर खींची गई स्पर्श रेखा की लंबाई सदैव उसकी त्रिज्या से बड़ी 
होती है। 


3. केंद्र 0 वाले वृत्त पर किसी बाहरी बिंदु ? से खींची गई स्पर्श रेखा की लंबाई 0? से सदैव छोटी 
होती है। 


4. वृत्त की दो स्पर्श रेखाओं के बीच का कोण 0° हो सकता है। 

5. यदि किसी बिंदु ? से त्रिज्या ८ और केंद्र 0 वाले वृत्त पर खींची गई स्पर्श रेखाओं के बीच का 
कोण 90° है, तो 0? = ८/7 होता है। 

6. यदि किसी बिंदु ? से त्रिज्या ८ और केंद्र 0 वाले वृत्त पर खींची गई स्पर्श रेखाओं के बीच का 
कोण 60° है, तो 0? = ८/3 होता है। 


7. AB = AC वाले एक समद्विबाहु त्रिभुज ABC के शीर्ष 4 पर त्रिभुज के परिवृत्त पर खींची गई 
स्पर्श रेखा भुजा 80 के समांतर होती है। 
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8. यदि एक दिए हुए रेखाखंड ?( को कई वृत्त बिंदु 4 पर स्पर्श करते हैं, तो उनके केंद्र ?( के 
लंब समद्विभाजक पर स्थित होते हैं। 


9. यदि कई वृत्त एक रेखाखंड 700 के अंत बिंदुओं ? और 0 से होकर जाते हैं, तो उनके केंद्र 70 
के लंब समद्विभाजक पर स्थित होते हैं। 


।0. AB एक वृत्त का व्यास है और ^ उसकी एक जीवा इस प्रकार है कि /BAC = 30° है। यदि 
€ पर खींची गई स्पर्श रेखा बढ़ाई गई AB से 2 पर मिलती है, तो BC = BD होगा। 


0)) संक्षिप्त उत्तरीय प्रश्‍न 


प्रतिदर्श प्रश्न । : यदि 4, और 4, (4,> 4,) दो संकेंद्रीय वृत्तों के व्यास हें तथा ८ एक वृत्त की उस 
जीवा की लंबाई है, जो दूसरी वृत्त की स्पर्श रेखा है, तो सिद्ध 
कीजिए कि 4, = ८? + 4२ है। 

हल : मान लीजिए कि एक वृत्त की जीवा 45 है जो दूसरे वृत्त की 
€ पर स्पर्श रेखा है। तब, ५008 एक समकोण त्रिभुज है (देखिए 
आकृति 9.।।)। पाइथागोरस प्रमेय से, 002 +CB? = 0B? 


2 Pa 2 


] 
अर्थात्‌, 7h 7 >च च_॑ 2 





(क्योंकि ९ जीवा 8 को समद्विभाजित करता है) आकृति 9.77 


अतः, दः = c+ d, है। 

प्रतिदर्श प्रशन 2 : यदि ८, ७, ८ किसी समकोण त्रिभुज की 

भुजाएँ हैं, जिनमें से ८ कर्ण है, तो सिद्ध कीजिए कि उस वृत्त | 
को त्रिज्या 7, जो इस त्रिभुज की भुजाओं को स्पर्श करता है, 


a+b 


क च से प्राप्त होती है। 


हल : मान लीजिए कि वृत्त समकोण त्रिभुज ABC को 
भुजाओं 8९, ८4 और AB को क्रमशः D, £ और F पर स्पर्श 
करता है, जहाँ 80 = ०, ०७ = / और AB = ८ है (देखिए 
आकृति 9.2)। तब, AE = AF और BD = BF है। साथ ही, 
CE = CD = 7 है। 





aD 
अर्थात्‌, -r=AF, a-r= BF आकृति 9.]2 
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या AB=c=AF+BF=b-r+a-r 
a+b-—e 
इससे EE 2] होता है। 
प्रश्नावली 9.3 


. दो संकेंद्रीय वृत्तों में से बाहरी वृत्त की त्रिज्या 520 है तथा इसकी 8 ८M लंबी जीवा ^€ आंतरिक 
वृत्त की स्पर्श रेखा है। आंतरिक वृत्त की त्रिज्या ज्ञात कीजिए। 


2. केंद्र 0 वाले एक वृत्त पर एक बाहरी बिंदु से दो स्पर्श रेखाएँ 70 और PR खींची गई हैं। सिद्ध 
कीजिए कि ०९ एक चक्रीय चतुर्भुज है। 

. यदि केंद्र 0 वाले एक वृत्त के एक बाहरी बिंदु 8 से दो स्पर्श रेखाएँ 80 और छा) इस प्रकार 
खींची जाएँ कि ८B = ।20° है, तो सिद्ध कीजिए कि BC +BD = 80 है, अर्थात्‌ 80 
= 280 है। 

. सिद्ध कीजिए कि दो प्रतिच्छेदी रेखाओं को स्पर्श करने वाले वृत्त का केंद्र इन रेखाओं से बने कोण 
के समद्विभाजक पर स्थित होता है। 


आकृति 9.3 में, AB और CD असमान त्रिज्याओं वाले दो वृत्तों की उभयनिष्ठ स्पर्श रेखाएँ हैं। 
सिद्ध कीजिए कि AB = 00 हैं। 


(५३ 


रब 


i 


A 


आकृति 9.3 


6. उपरोक्त प्रश्‍न 5 में, यदि दोनों वृत्तों की त्रिज्याएँ बराबर हों, तो सिद्ध कीजिए कि 
AB = CD है। 
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7. आकृति 9.।4 में, दोनों वृत्तों की 
उभयनिष्ठ स्पर्श रेखाएँ ७8 और 
CD परस्पर बिंदु £ पर प्रतिच्छेद 
करती है। सिद्ध कीजिए कि 
AB = CD है। 

8. एक वृत्त को जीवा 0, बिंदु र पर 
इस वृत्त की स्पर्श रेखा के समांतर 
है। सिद्ध कीजिए कि बिंदु ९ चाप 
PQ को सम- द्विभाजित करता 
है। 

9. सिद्ध कीजिए कि किसी वृत्त की एक जीवा के सिरों पर खींची गई स्पर्श रेखाएँ उस जीवा से 
बराबर कोण बनाती हैं। 

।0. सिद्ध कीजिए कि किसी वृत्त का एक व्यास AB उन सभी जीवाओं को समद्विभाजित करता हे, 
जो बिंदु ^ से खींची गई वृत्त की स्पर्श रेखा के समांतर हैं। 


(£) दीर्घ उत्तरीय प्रशन 


प्रतिदर्श प्रश्न । : आकृति 9.।5 में, एक बाहरी बिंदु ? से केंद्र 0 वाले वृत्त की एक स्पर्श रेखा PT 
खींची गई है और एक रेखाखंड PAB खींचा गया है। 0४ जीवा AB पर लंब है। सिद्ध कीजिए किः 


() PA. PB = PN? - AN? 
GH PN? AN? = OP? - OT? 
Gi PA.PB = PT? 





आकृति 9.4 





आकृति 9.5 
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हलः 
(i) PA.PB=(PN-AN)(PN+BN) 
= (PN - AN) (PN + AN) (क्योंकि AN = BN) 
= PN? — AN2 
(ii) PN? AN? = (OP? - ON?) - AN? (क्योंकि ONLPN) 
= OP? - (ON? + AN?) 
= OP? - OA? (क्योंकि ONLAN) 
= OP? - OT2 (क्योंकि 0A = OT) 
() () और 0) से, 
PA.PB = OP? - OT? 
= PT? (क्योंकि OTP = 90°) 
प्रतिदर्श प्रश्‍न 2:यदि कोई वृत्त एक त्रिभुज ABC की भुजा 80 को बिंदु ? पर स्पर्श करता है तथा 
बढ़ाई गई भुजाओं 48 और AC को क्रमशः 0 और र पर स्पर्श करता है, तो सिद्ध कीजिए कि 


] 
AQ = J (BC+ ९७ + 88) है। 


हल : आकृति 9.।6 को देखिए। 





आकृति 9.6 


पाठ्यपुस्तक की प्रमेय 0.2 से, 
BQ = BP 
CP = CR, और 
AQ =AR 
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अब, 2AQ=AQ+AR 
= (AB + 300) + (७९ + CR) 
=AB+BP+AC+ CP 
= (BP+ CP)+AC+AB 
=BC+CA+AB 

अर्थात्‌ AQ = ~ (BC + CA + AB) 


प्रश्नावली 9.4 


Fh 


. यदि एक षड्भुज ABCDF एक वृत्त के परिगत है, तो सिद्ध कीजिए कि 
AB + CD + EF = BC + DE + FA है। 

. मान लीजिए कि & उस त्रिभुज ABC के अर्ध-परिमाप को व्यक्त करता है, जिसमें BC = ०, 
CA =} और AB = ८ है। यदि एक वृत्त भुजाओं 80, ९4 और AB को क्रमशः 2, ६ और ए पर 
स्पर्श करता है, तो सिद्ध कीजिए कि 5) = ५ = # है। 

. एक बाहरी बिंदु ? से केंद्र 0 बाले वृत्त की दो स्पर्श रेखाएँ 4 और PB खींची जाती हैं। वृत्त 
के एक बिंदु £ पर एक स्पर्श रेखा खींची जाती है, जो P^ और PB को क्रमशः 0 और £ 
पर प्रतिच्छेद करती है। यदि 4 = ]0 ८ है, तो त्रिभुज 70) का परिमाप ज्ञात कीजिए। 


. यदि केंद्र 0 वाले वृत्त को AB एक जीवा 


है, A0C एक व्यास है तथा 47 बिंदु 4 पर 
खींची गई स्पर्श रेखा है, जैसा कि आकृति 
9.7 में दर्शाया गया है। सिद्ध कीजिए कि के 
/BAT = /ACB हे। 
. केंद्रों 0 और 0' वाले तथा क्रमशः त्रिज्याओं 
3 ०7 और 4 ०० वाले दो वृत्त परस्पर बिंदुओं 
A 


ie] 


(५3 


न 


i] 


P और 0 पर इस प्रकार प्रतिच्छेद करते हैं 
कि 0? और 0'P दोनों वृत्तों की स्पर्श रेखाएँ 
हैं। उभयनिष्ठ जीवा ?0 की लंबाई ज्ञात आकृति 9.7 
कीजिए। 

. एक समकोण त्रिभुज ७80, जिसमें 28 = 90° है, AB को व्यास मान कर एक वृत्त खींचा गया 
है, जो कर्ण AC को? पर प्रतिच्छेद करता है। सिद्ध कीजिए कि ? पर वृत्त की स्पर्श रेखा BC 
को समद्विभाजित करती है। 


5 
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वृत्त 


न 


७2 


® 


] 


> 


II. 


. आकृति 9.।9 में, केंद्रों 0 और 0' 


II3 


. आकृति 9.8 में, एक वृत्त पर दो स्पर्श रेखाएँ 00 और र इस प्रकार खींची गई हैं कि 


/RPQ = 30° है। एक जीवा 29 स्पर्श रेखा 70 के समांतर खींची जाती है। ८२९9 ज्ञात 
कोजिए। 


[संकेतः 0 से होकर जाती हुई 07 पर एक लंब रेखा खींचिए।] 





आकृति9.8 


- केंद्र 0 वाले किसी वृत्त का AB एक व्यास है और AC एक जीवा इस प्रकार है कि /BAC = 30° 


है। € पर वृत्त की स्पर्श रेखा बढ़ाई गई 4B को बिंदु 7) पर प्रतिच्छेद करती है। सिद्ध कीजिए कि 
BC = BD है। 


. सिद्ध कीजिए कि किसी वृत्त के 


एक चाप के मध्य-बिंदु पर वृत्त 

की स्पर्श रेखा उस चाप के सिरों (= 
को मिलाने वाली जीवा के समांतर 

होती है। 





वाले दो वृत्तों की उभयनिष्ठ स्पर्श 
रेखाएँ AB और (0) परस्पर ह पर 
प्रतिच्छेद करती हैं। सिद्ध कीजिए 
कि बिंदु 0, £, 0' सरेखी हैं। 


आकृति 9.9 


आकृति 9.20 में, 0 त्रिज्या 5 ०० वाले वृत्त का केंद्र है, 7 एक बिंदु इस प्रकार है कि 
OT = 3 cm है तथा 07 वृत्त को ह पर प्रतिच्छेद करती है। यदि 4B, बिंदु £ पर वृत्त की एक 
स्पर्श रेखा है तो ७8 की लंबाई ज्ञात कीजिए। 
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]4 प्रश्न प्रदर्शिका 


P 


(+ 
AT 


B 
आकृति 9.20 


।2. किसी वृत्त की बिंदु 0 पर खींची गई स्पर्श रेखा और व्यास AB बढ़ाने पर बिंदु ? पर प्रतिच्छेद करते 
हैं। यदि ८/04 =0° है, तो ८/९84 ज्ञात कीजिए (देखिए आकृति 9.2)। 


C 


DN 


P A 


आकृति 9.27 


[संकेतः बिंदु 0 को केंद्र 0 से मिलाइए।] 
3. यदि त्रिज्या 9 ८M वाले एक वृत्त के अंतर्गत एक समद्विबाहु त्रिभुज ABC खींचा गया है, जिसमें 
AB =AC =6m है, तो उस त्रिभुज का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। 


4. केंद्र 0 और त्रिज्या 5 ८M वाले एक वृत्त के केंद्र से ।3८M की दूरी पर एक बिंदु & है। AP 
और ९ क्रमशः बिंदुओं 7 और (0 पर वृत्त की स्पर्श रेखाएँ हैं। यदि लघु चाप 700 पर स्थित एक 
बिंदु र पर एक स्पर्श रेखा 80 ऐसी खींची जाए, जो ^? को 8 और 40 को € पर प्रतिच्छेद 
करे, तो AABC का परिमाप ज्ञात कीजिए। 
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